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Belkende ol onbekende parameters of variabelen welke niet
stochastisch zijn geven we in deée regel aan met Griekse letters,
Voor stochastische grootheden (dit zign grootheden welke een
waarschijnli jkheidsverdecling bezitten) gebruiken wij Latijnse

letters, terwigl we bovenden het stochastiusche karakter uitdruk-
Ken door onderstreping van de letter; denken wij ons in een
rormule voor ecn stochantische grootheid een door deze grootheid

aangenomen waarde gesubstitueerd, dan laten wil de onderstreping
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De mathematische verwachting (het "theoretisch gemidd
van een stochastioche groothelid wordt aangeduld met het symbool
£, dus b.v.:

Stochastische grootheden verminderd met hun mathematische
verwachting, geven wij aan met een slanget je boven het symbool,

aus b.v.:
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13 van een grootheid een aantal waawﬁ@nkxﬂﬁ@ﬁagxn bepaald,
dan geven wij het gemiddelde van deze waarden aan door een

streep vboven hetzelfde symbool:

1) Cijfers tussen vierkante haken zliin verwl jzingen naar de
litteratuurli jst aan het einde van dit rapport.

2) Zie het normalisatievoorstel
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De kans dat wij vourr een stochastlsche grootheid X een

waarde vinden, die hoogsuceno gelijk 1s aan ecn bepaalde waarde,

b.v. a, geven wiJj aan met Fx(a) -
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De t¢ begoprokon metfhoge ter bepaling van ecn betrouwbaar-

neids

wellke een scimultane normale verdeling bezitlen, We gaan daarom

gebled 1s allcen toepasbaar op quotiénten van grootheden

van de volgenue ondercstelling ult. Gegeven zljn waarnemlngen
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waarin Q J%?ﬁévm , 0 4 @ﬂ.ﬁﬁ onbekende paramcters zijn en
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Een vetrouwbaarheidsgebicd spr & voor ci=-—, Destaat nu ult

al die waarden (de waarde @ inbegrepen n) voor de verhouding
van 5? en » welke 1n (j@V) gesubstiltuverda aan deze ongell jk-
heid volaoven. De verhouding = = %~voldoét aan (3.7), zodat
cr steceds ceen niet leeg Lbelrouwbaarheirdsgevicd voor X bestaat.
Om het betrouwbaarheidsgebieda voor o tve bepalen, bes chou-

wen wi) d¢ ongelijkheid (3.¢) na deling door O

3) spr p = salva propabilitate v = bchoudent waarschijnli jkheid
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Cellen wij het linkerlid grafisch als functle van <o voor dan

1L Jdn de volgende gevallen te onderschelden

daar de waarde X/Y altigd aan (3.8) voldoet, zign slochts deze

1rle gevallen mopgelijk, waarvij de punden a, €N 2, cventueel
zoudern kunnen sancnvallen (dit laatste echter slecht:s metl spr 0).
Jerhalve geldt:
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He © bevrouwbaarheidogevbilied bestaat uit dic waarden welke voor
dus waar-

< gesubnstltucerd de ffunclilcec-waarde ncgatirel maken
vVOOr 1in Jc¢ ffiguur de kKromme beneden de as 1igt. In geval 1 1s

het gebicd dus:
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Daar de waarde voor o aan (3.8) voldoet en de kromme in dit
1 alle gevallen beneden de as 1ligt, zal nu de gehele
Het betfouwbaarheidsgebied VOOr <X
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punt dus
kromme beneden de as liggen.
~al dus door de gehele as gevormd word

Daar volgens (3.3) (aqg)ﬁ 11 22<< O is (spr 0), is D,
bij gegeven waarden van g, 11ﬁ a,, €n Py negatiel’, indien
X ¢en Y voldoende kKlein zlijn; dit betekent dus, dat er. indien
het punt (X Y) zeer dicht bilj de oorsprong ligt, geen enkele
richting voor de verbindingslijn van O met (&ig?’) ultgesloten

can worden.
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steirkKte van cen pracpa-

De Leachreven methodce ter bepaling van cen betrouwbaarheids

cd voor het gquotidnt van oclochastische grootheden vindt
vooiral vecel toepassing big viologlsche 1gkingen,
Bry vele Ljgkingen wordt uit de reactich, van do proefdlieren
op verschillende tocegediendce doscs van cen praeparaat (b.v. van
ccn hormoon of van cen vergif), waarvan men de sterkte wil we-
ten, cen werkingslijn bepaald door doe reactie (zoals bL.v. cen
gewichtistooname) . of cen ult de reactics afgelelde grootheild
(b.v., "nrouvite” Di1j qualitatieve 1jkingen, zic D.J.FLINNEY {jﬂ]
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de llncaritelit van de werkingslign wordt ook nog onder-
stTueld aat e afwijkingen van dezc lijn, wclke de reacties ver-
tonun, allce onderling onathankeldll Jk normaal verdeeld zljn met

onbikoende, maar voor alle abscigssen geligke, sprelding

wordt bl cen 1jking het te onderzoeken praecparaat verge-

leken met cen standaard-praeparaat, waarvan ac sterkte bekend
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meen cat do ene ult de andcere verkregen kan worden door een
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AfThankelijk van de soort 1jking kan nu gevraagd worden

eachreven

w

. LY
o}
1‘"‘

Llj welke dosis van het pracparaat ¢cn boepaalde voorg

achting G
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standaard c¢n pracparaat dezelfde rcaccle geven (dit is de
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Wanncer wilj de grootheden welke detrekking hebben op

standaard van een cxtra index S voorzien c¢n de grootheden vi ]

het onbekende praeparaat van een index P, dan zijn de onderstel-

lingen en vragen voor de bovenbeschreven gevallen als volgt te

formuleren:

geval 1, onderste

4} Bij deze 1jkingen 1s het praeparaat ecn onbekende verdunnin

a

ensg 1n

B b g R Al o AR
: i i }rl', ) X :.I_r‘.giq‘!"‘*ﬁ}
34 kT : - I
n NEREH

van d¢ standaard




verdeeld zijn, en

gegpeven recactile

dosls Le contrue.en.

3 o, ;

B F | ' *;% ;
e L.

1l
I.\‘lI
#
L ' Sy
ﬁ
a

Yig ¢ 4 n onbekende paramete. s zijn. Gevraagd
/ » 8y ; ; e

vetirouwbaarhe idosireoled voor de scterkte~verhouding

,_..r

tussen proaeparaat on o tancaard d.i, de ummwsvmrhmudimg tussen
el

In het ceveolte pgeval woirdl de gezochte
e

ke reactre

B

standaard on praeparaat Lij g

van ae dools bl pgegeven éf o)
e oy h 5’ | .

-y " _,f?# 4 4 -+ | .
waarin dus o en.ﬁrp pelkkenae waarden hevben. In het Lweede
. N A | K . § & gm ,ﬁ .
val is de logarithme (M =c¢ Q- s ‘9) varn Jde pgezochte

houding gelijk aan de horizontale alocltand cussen

gevern door:

11ijnen van standaard en pracparaav (cie {rguur 3) en dus
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15, een }i ~verdeling met (n+m~3) vrljne%dmgladen be 1t (vgl.
b.v. A.MZMOOD[hO]*p 203-29%5, waar een lets eenvoudiger geval

volledig ctaat ultgewerkt).
Het betrouwbaarheidsgebied voor K volgt dus nu ult:
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waarin t, de waarde is, waarvoor bi1ij Student's tT-verdeling

geldt:: ' ' "
™ [ 13 ' | ((n+m~3) VPiJh@ingPaden)
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gencemd 13, daar ﬁit de gebrulkell jke schacting voor het spreil-
dingskwadraat van b 13, Het betrouwbaarhe dsgebied voor de lo-

garithme van de sterkte-verhouding wordt een begrensd 1nterval
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2 2
4 C ¢ 5[ > o
18, dus wanneer volgens deze schatting van de helling en op
grond van de toels van Student met (n+m-3) vriijheidsgraden en
onbetrouwnaarheidsdrempel & , de gemeenschappell jke helling
van de werkingslijnen significant van nul verschilt,.

N

Opmerking. Zijn bij elke waarde van CSPj @n.c§Si groepen van

mj resp. n, waarnemingen van X EN Xay verricht dan kan de
-

—PJ
vovenbeschireven methode onveranderd toegeprast worden. Een kleine
fo ,

niet uit de

afwijkingen van de aangepaste werkingslljnen maar uit de va-

wilijzliging ontstaat, wanneer de schatting van O

rianties. gevonden vinnen de groepjes van o1 ] €én abscis beho-

rende waarden van X, bepaald wordt, d.w.z. wanneer de schatting

4- ;k

nonn 2 AL 2
> 7 %)+ 2 L (x5
5; — ;ﬁgééﬁlifﬂl :Eéi .+-gmsgz;;ij? :%éi
Zaj(yhm~£) 4’ 22 (ﬁﬂ “‘D)
¢
L J
HH = )
gcebruikt wordt (met 3Kq%f~ hL%; )C3k£< , etc. )

Het aantal vrijheidsgraden van de JC°-verdeling en de
Student-verdeling 1s danjz:(niwﬂ) + Zi.(mqu)*
5 J



Sl IR e e L P

lgens Wald.

“.3 Het betrouwbaarheidsinterval voor de helling van een 1ijn

VO

Door A.WALD [%J iz een betrouwbaarheideinterval voor de
helling van een 1lijn af
meetiouten ond

celeld wanneer belde varliabelen aan

ziin. Dit betrouwbaarheidsinterval blijkt
opgevat te kunnen worden als een tcepass.ing van de methode van

de volgende behandecling zullen gebrul-

L3 een lLets gewljzigde methode

N )

waarin voor ledere 1 de grootheden u, éeén v, verdeeld

E}t i j m a 1 i*’g} } £ Ea @ ﬁ% %} . i N L @ K‘””% ﬁ. j 3. {Mi U p & F @ m ( Bi B ) @ ﬁ
3 ( 1,3 =1,...,n) onafhankeli jk zi

.,

L

Witk v

(u fﬁl‘ij} vOoOor 1

ziin dus de

grootheden W, , ..., W

X e, X LY.
{ — 7 lf] ’ *}E jm 7 lj
ult paragraaf 3).

4 . b .M) De paren (_};&iﬁ

v;) kunnen op zodanige
£ 11 j Ke

genummerd en in drie

Yo )5 (X

X LY. verdeeld worden”
(é}g-jm*”ijm) deeid w

ner zign damg

7+ q ) y & 0 3 ( ,)}.(.*Em

d @T"‘f t R ” I.E.hl::‘?_f' l | @ i .
at § 4, ..., & alle kle:

. @.@ﬁfl en deze op hun beurt alle
m-+1" | 2m P a

kleiner dan *2m+1,ﬂ..ﬁ£§3mﬂ of analoog voor de 7 's.

Opmerkingen.

1) Bij de afleiding van het betrouwbaarheids
wij dat de in (4.3.4) aangegeven verdeling der waarnemingen
mogeli jk is voor de waarnemingen vmmr“ﬁiﬂjﬁaﬁ}ﬁ?%ﬁ,

geblied onderstellen

gewezen dat { en ?
in (4#.3.2) nu niet meer de betekenis GX r@%p.éaxuhebb@n als

T

zal duildelijk worden dat

2} Ter voorkoming van verwarring zij er op

5) Het is voor het volgende essentleel dat de groepen gell jke
aantallen waarnemingsparen bevatten. Is het ocorspronkeli jke

dan kan dit verkreg

vervallen.



“ w

Ex - € ¢

el 1 3
Gevraagd wordt een betrouwkbaarheldsgebied atl te leiden voor
grootheid uit (4.3.2.).

We noemen:

en&fg;m %?1 - 3?3 ls.

i 2 am

% X, . 7 _/l x. 7 g

ﬁ)__g‘ :w ) *)-«»CZ —_— it — 3 )CS,;: 2V o b %t .“
a8 a8 28

e Lt

Volgens (4.3.4) zijn nu ;{mf,] » X5 €en 1_3{___3 onderling onafhankeli jk
verdeeld. Analocg defini&ren wij y.,, 3[:2,? ijj ;ﬁ;,” "52;3 ujy

i/}ﬂ igf 3335 17 E2"’ 2:3‘; zZ’]jQ 2’ *Z'ZB%

LT T

Een schatting voor o, zoals door Bartlett is gegeven, is nu:

g - X - X5 _ X )
u, — y
¢~ $ Y
waarbij we de functies X en Y ult paragraal 3 definié€ren als
X = Xq - 2{“3 en Y = Vg - ;*’{*3 . Nemen wij verder voor a,m,;ﬁ a,]g en
850 de volgende functiles:
B
Xy = —5 [Z <...)£t - X,
3&’}’7 (m'-—l) L= |
M
gy =—2 |/ (x-gl
Sm{m—=i)

dan is aan de in paragraaf 3

;_ == (7%“,' ""')73))....)__( o (Eiw&j):{ == (%mgj)(gz *?}gj)

wat, met behulp van

overgaat in

door substitutle van

ad,~ €n 2 overg




Nu zi1jn de grootheden (5? 4 72“3)}}_1 - ((‘: .- EB)E& (i = 1,....n)

onderling onatfhanxkell ik verdeeld, alle volgens dezelide normale

verdeling. Derhalve bezit de grootheid
AR

7 (7 -75)u~( - &) w - (?7’ 73) &+ (5
2{(”% 773)

een X ~verdeling met (m-1) vrijheidsgraden en is ze onafhanke-

1ijk van -7 u, - 3 g verdeeld. Hetzelfde geldt
J (M4 -7 B)M ( )V

mutatis mutandis voor de ov&frlge mm- termen van de ultdrukking

VOoor S . terwi ]l deze drie grootheden ook onderling onathanke-

Wit

11 jk vemt‘*decld zljn. Hun som bezit dus na deling door
g‘ £ N 2 . | . _
~ {(7?; - ) L / / } een A “-verdeling met 3(m-1) vrij-

heldsgraden en is onafhankelljk van Z verdeeld. Verder 1s:

zodat dus

onafhankelil jk van Z verdeeld 1is volgens cen ~-verdeling met

3(m~-1) vrijheidsgraden.
Het betrouwbaarheid

€ volgt dus uit:

A R

Of, in een vorm




2 2
(g—t ““%33 <Q—“O<\ g._. t"‘)‘e ( Ay~ oA Ay + O(gagl) t

Het gebled 1is een begrensd interval (bevat de waarde oneindig

niet) wanneer:
9

2
(‘2('““%3) ~ Tg Gyy DO .
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Aanvulligg,

De methode van Fileller is onafhankeli jk van deze ontwik-
keld door PAULSON., De laatste besteedt bovendien enige aandacht
aan verwante gevallen, waarbij de twee-dimensionale normaliteit

niet is vervuld of waarbi]j de waarnemingen uilt een eindige col-
lectie afkomstig zijn (trekking zonder teruglegging). In dit
laatste geval wordt onder meer gebruik gemaakt van de volgende

uitdrukking voor de variantie van onze grootheid Z (zie 3.1):

........,-9“ fv--n 2 _ Q_W)
ug = N (’f ‘%,“2759;i+5 Uys ?

waarin N de uitgebreidheid van de collectie voorstelt en n het

aantal waarnemingen.

E. Paulson, A note on the estimation of some mean values for
Math.o5tat., Xl

a bivariate distribution. Ann.

(1942), pp. 440 - 445,



1. Prooleem en oplossing

WiJ pbeschouwen twee normsal en onafhankell jk verdeelde _
~ f 2\
cn Y , waarvan x ee€en N (f’,q; ) en

PR

stochastische grootheden

&2

\ [ 2\ %
Y €en N {’?’(,O'g )-verdeling bezit; %40 - v 2, €0 VY, ..o, ¥m stel-

len onafhankelljke waarnemingen van x resp. y voor. Gegeven

———

z1lJ verder de verhouding

(1)

van de methode van FIELLIS,
gebrulilk nakern {(vgl., 8 €0 en par. 3 van

ien

gescnleden, ind

[ v o : B A F’ hy . T . TN At
van de volgende functles
dit rap

ﬁmwt}i

vOormen nu al
Jkheld

o , dle voldoen aan de

stochastische groothed
bezitten”,

2} Voor het geval

heldsygebied voor gquotiént van

>robleem nog geen
o < o8 SN A




(3) ‘:i?{mi:iau

cen betrouwbaarheidsinterval voor cygkmet onbetrouwbaarheia & .

Hierin stellen x , Y s @igen &y, de bij het desbetreffende

cXperiment gevonden waarden van X, ¢y , &G4, €n dzpy VOOIr’ €n

de critieke waarde van STUDENT 5 t met n+m-2 vrljheidsgraden,

behorende bij de tweezljdige onbetrouwbaarheldsdrempel &£ .
Alleen wanneer \/ am‘ti Qyp > O 18 hcet betrouwbaarhelds-

Interval eindig '
Het hier

rapport S

gediende

.J- ! =.,1ﬁ'{‘?ﬁ7ﬂg | L f%hﬂ
AT T L

o

R

Ay - ; rw ~ e ' i‘
- i I 1 a1 M pl,ka %ﬂ[f’

3 ii[ﬂfﬁg _- i IT ,ﬂr,:?a ,’H;L ﬂ% " n:_r% ;mt% = ﬁ% o ::
h iwﬁ’ ﬁ;‘ I%F? viwﬁ v B P @.;aw ceilhor

f:,;:’%t? -j _a:";r
@ ! ) . )
' .'. f k] HE | l{rsrf N - % ;, rf.uu- v .ﬁ.l{% Wm Ii: T Ny i a ——
b e e ' 2T ‘ | @ i,
Naar - Lt verwacnting van
: . . . " - i - . ) i Wil o A, w‘ﬂ'} o
o W g

de constanten zign.
en ¢

Q rz_w? % I‘g % Lﬁﬂ:tﬁ] Qﬁ i:;g O mizmw ﬁ] ’&‘ﬂ. :s Fi
At ? L2
| }

T

W
AN,

(10)

zodat de mathe verwach

schlil dus even net de l1ogarithme

g

en met

A Lo
2.0 -
: “:ﬂ

ken praeparaal €n voor
en stellen




(12) 5?74?58 of nyzg‘:

Kunnen wiJ nu een betrouwbaarheidsgebied voor
dan volgt hierult een betrouwbaarhcidsgebied voor P

bepalen,
daar S
bekend 1s. Daartoe meoeten wij, behalve een aantal waarnemingen

<
7

van xX , O0ook schattingen van d¢ noemer hebben. De waarnemingen
van x kunnen wij verkrijgen door ecen aantal (n) dieren met de-
zelfde doses P en 5 te behandelen en de reactieverschillen bij

ieder van deze dieren te benalen (x,...., X~ ). Schattingen van

de noemer ”
1 Jkingen,

Kunnen wij nu b.v. verkrl jgen uit voorafgaande

3},

blj ieder van eenm-~tal voorafgaande 1jkingen een

waarvij bekende dosisverhoudingen zijn gebruikt

2.1 S s e T ] . ! .:!'-"7 .
-ieverschillen

g, dan beschouwen

E. J%L . wﬁ Y e ﬁ - (v O E P B 1 N ST Y. T T — T o
U1T Z21gn aus e gemiddelde reactieverschillen,

vooralgasnde 1 jki
houding,
; U é» “1 @ l d éj{ W {:} jﬂ é{; @

opgetreden blj

waarvan

(1)

en

( 1 )

daar volgens het bovenstaande 1led

6‘\[9; bezlt

er reactieverschil de spreildin;:

- ¥Ym  als onaflhankell ijke

Lt
Lo
A S ; iﬁ % |
B AR el AP i ! h / !
W 43 ' 1Y . | -~
e 5 2 : J

3) Bij vele ijkingen volsta t men

Droel’, dic aan met behulpy van

B i sk

methode sy waar oh j Xoen y niet onatli

behandeld kunnen worden.
het voordeel, dat de oroeven niet zo
z1ljn en dat nauwkeurlgere ultkwomsten

vooral bij routine-1ijkingen. Variaties or

schema zijn mogell jk.



gen verkeren wiJj nu dus Jjuist in het in par. 1 geschetste geval
en de formules (1),...,(8) geven hier het volgende resultaat:

(17) /<.....--.-..-_/)§2

: .
(18) =t § 5 (x_x) + W82 (5-7) ]

terwi jl het
%4iuit

gezochte betrouwbaarheidsinterval voor het quotiént
gevonden wordt uit (8) door de door (18) en (19)
i,, daarin 1n te vullen.

¢ a,,> 0 , dan vinden we een eindig interval

waear i 1} O( 1 & > & o @ & WOorte 1 8 2Z i j n van d € Ve :, e l i j -
wordt door het linkerlid van (8) gelijk azn

onbekende dosis
petrekking (12):

—
S
O

Siguns”

Hierin ttelt S de beker

1de dosis van de standaard voor.

5. Atleld:ng ven de resultaten van par. 1.

Gegeven zijn de

waarnemingoen
(gfmw%w*ﬂ,ﬁ% ) van twee stochoast
al'hankell jk verdeeld volgens resnectlievel!
Voorts ig A o @f CS; gegeven,

strueren.

PR te
vijf functics 5 3 .Z. sy Sy s Hae

Om de nethode van FL1E

Xyvooe s X 0 Vi, o, vy Ki€ZEn,

doen:
1) f;\i cn Y bezitten een

(21) EX -

(de varianties en de covariantie
Ty Oao




2) de grootheid

(22) def YLX A

is onafhankeli jk verdeeld v

(23 clef

— S V?Z g:zma}z

) verder moet er een getal { zijn, zo

heild
2
ol {
) S, f
waarin £
. cled
r 2 dof e,

een }f -verdellng met {T vri 3

W1lJj beginnen nu met voor

"

met o = s, daar alle




